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На основе модели Базыкина разрабатывается математическая модель динамики численности двух взаимодействующих
сообществ «хищник-жертва», обитающих в максимально схожих условиях и связанных между собой миграцией хищников.
Проведено исследование полученной модели, определены условия синхронизации колебаний численности рассматриваемых
сообществ, изучено влияние миграционного взаимодействия между сообществами на динамику каждой популяции.
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В современной теоретической экологии не ослабева-
ет интерес к проблеме возникновения колебаний в дина-
мике численности взаимодействующих популяций. Как
правило, для описания динамики таких популяций ис-
пользуются нелинейные модели, учитывающие основ-
ные факторы их развития (рождаемость, смертность,
межвидовые взаимодействия, миграция) [15]. Первые
работы, посвященные изучению взаимодействующих со-
обществ, принадлежат Лотки и Вольтерра (Математичес-
кая теория борьбы за существование, 1931). Основная
особенность этих работ состоит в том, что на основе уп-
рощенных представлений о закономерностях развития
популяций, была показана возможность возникновения
закономерных колебаний численности в системе «хищ-
ник-жертва» [4]. Дальнейшее развитие модели Вольтера
и Лотки шло по пути усложнения. Были предложены мо-
дификации уравнений, учитывающие различные допол-
нительные факторы (эффект насыщения хищника, огра-
ниченность ресурсов жертвы и хищника даже при из-
бытке жертвы и т.п.) [2, 9, 10, 18, 19]. Анализ таких ис-
следований позволяет сделать вывод о том, что регуляр-
ные незатухающие колебания в системе «хищник-жерт-
ва» возникают тогда, когда численность хищника огра-
ничивается жертвой. Если численность жертвы зависит
от наличия и объема ресурсов, необходимых для жизне-
деятельности, или численность хищника ограничивает-
ся не количеством жертвы, а другим фактором, то систе-
ма демонстрирует затухающие колебания.

Следует отметить, что динамика численности попу-
ляций, состоящих из нескольких видов, связанных меж-
ду собой трофическими взаимодействиями, весьма пол-
но и подробно изучена (особенно системы небольшой
размерности) [2, 15]. В последнее время (как продолже-
ние данных идей) достаточно широко изучаются зада-
чи, посвященные исследованию закономерностей раз-
вития взаимосвязанных сообществ, каждое из которых,
в частности, представляет собой автоколебательную
систему [1, 7, 17, 20]. Это направление является доста-

точно новым, и соответственно многие аспекты дина-
мического поведения таких систем не до конца изуче-
ны. В данной работе предлагается и исследуется модель
двух взаимодействующих сообществ «хищник-жертва».
В ходе исследования ее динамических режимов особое
внимание уделяется изучению условий синхронизации
колебаний численности между сообществами. Следует
отметить, что в современной науке синхронизация пре-
имущественно исследуется в задачах химии, физики,
радиотехники [3, 5–7, 14, 17] и лишь эпизодически в
биологии [8, 11, 13], особенно демэкологии [12, 16, 20].

Построение модели
миграционно-связанных сообществ

В данном разделе разрабатывается математическая
модель динамики численности двух связанных взаимо-
действующих сообществ. Предполагается, что связь
между ними реализуется за счет миграции между хищ-
никами. Каждая локальная популяция представляет со-
бой систему «хищник–жертва» (которая в дальнейшем
именуется «подсистемой»). Обозначим через x1, y1 и x2,
y2 численность популяций жертвы и хищника в первой
и второй подсистеме в момент времени t соответствен-
но. Предполагается, что динамика каждого сообщества
описывается при помощи уравнений Базыкина [2]. Сле-
довательно, предлагаемая модель учитывает следующие
факторы: нелинейный характер размножения популяции
жертвы, насыщение роста хищника, внутривидовая кон-
куренция внутри популяции жертвы, вызванная ограни-
ченностью ресурсов [2].

Пусть оба сообщества обитают в максимально схо-
жих условиях, соответственно демографические пара-
метры и коэффициенты межвидовых взаимодействий на
локальном уровне в обеих подсистемах будут равными.
Предполагается, что доли мигрантов относительно чис-
ленности хищника из одной территории на другую так-
же равны. Гибель особей в процессе миграции неявно
включается в общую смертность. Внешние факторы,
влияющие на развитие сообществ, не учитываются.
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Таким образом, уравнения динамики численности
двух миграционно-связанных сообществ «хищник-жер-
тва» имеют  вид:
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где a – скорость размножения популяции жертвы в от-
сутствии хищника, f = a/K – параметр, характеризую-
щий внутривидовую конкуренцию жертв (самолимити-
рование), b – удельная скорость потребления хищником
жертвы при единичной плотности обеих популяций, c –
смертность хищника d/b – коэффициент переработки
потребленной хищником биомассы жертвы в собствен-
ную биомассу, A – коэффициент насыщения хищника,
m – коэффициент миграции хищника.

Модель (1) содержит семь независимых параметров.
После замены переменных: xi = cui(τ)/d, yi = avi(τ)/b,
t = τ/a, i = 1,2 приходим к системе уравнений с четырьмя
коэффициентами:
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Параметры системы (2) также имеют конкретный
биологический смысл:  = Ac/d – коэффициент насы-
щения хищника,  = c/Kd – коэффициент самолими-
тирования в популяциях жертв, = c/a – относитель-
ная скорость роста численности хищника, равная от-
ношению скорости гибели хищника и скорости при-
роста жертвы,=m/a – относительная доля миграции
хищника, равная отношению доли мигрантов хищни-
ка и скорости прироста жертвы.

Исходя из того, что в подсистемах, описываемых
моделью Базыкина, возникают флуктуации численно-
стей обеих популяций, динамика предложенных урав-
нений (2) будет носить автоколебательный характер.
Действительно, если сообщества изолировать друг от
друга (т.е. b=0), то каждое из них будет генерировать
собственные колебания в ритме, который определяет-
ся свойствами подсистемы; и соответственно миграция
хищников приведет к тому, что оба сообщества начнут

подстраивать свои ритмы. В связи с этим возникает ряд
задач, которые требуют дополнительного исследования,
а именно: возможна ли синхронизация колебаний в та-
ких подсистемах, и если возможна, то каковы ее осо-
бенности.

Исследование синхронизации
колебаний численности

В данной работе для исследования условий синхро-
низации колебаний двух миграционно-связанных взаи-
модействующих сообществ используются элементы те-
ории синхронизации связанных нелинейных осцилля-
торов [1,14]. Под синхронизацией понимается макси-
мально широкое ее значение – подстройка ритмов, ко-
торая может сопровождаться совпадением фаз, частот
и амплитуд колебаний. На начальном этапе исследова-
ния рассмотрим ситуацию, когда миграционное взаимо-
действие между хищниками двух сообществ, обитаю-
щих на сопредельных территориях, отсутствует (пара-
метр связи =0). В этом случае система (2) состоит из
двух подсистем идентичных модели Базыкина. В силу
равенства коэффициентов, эти подсистемы имеют оди-
наковые частоты колебаний.

Модель Базыкина, описывающая подсистему «хищ-
ник-жертва», имеет три особые точки: первые две явля-
ются полутривиальными и соответствуют существова-
нию популяции жертвы, при нулевой численности по-
пуляции хищника, третья – одновременному существо-
ванию обеих популяций [2]. На рис. 1 представлена карта
типов устойчивости нетривиального равновесия урав-
нений Базыкина, где У.у. – устойчивый узел, Н.у. – неус-
тойчивый узел, У.ф. – устойчивый фокус, П.ц. – пре-
дельный цикл. При   1- (область Е) нетривиальная
особая точка является седлом, при переходе через пря-
мую =1- она приобретает устойчивость (области С и
D). В области А рис. 1 наблюдается предельный цикл,
что соответствует автоколебательному режиму модели
Базыкина. В области B ненулевое равновесие неустой-
чиво.

Рис. 1. Карта типов устойчивости нетривиального
равновесия модели Базыкина
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Соответственно, если система состоит из двух не-
связанных сообществ типа «хищник-жертва», каждое из
которых описывается моделью Базыкина [2], то ввиду
отсутствия параметра связи, эти подсистемы не взаи-
модействуют и, как следствие, не могут подстроить свои
ритмы. Следовательно, изменение частоты одной из
подсистем не повлечет изменение частоты колебаний
другой. Таким образом, синхронизация ритмов таких
систем невозможна. С другой стороны, известно, что две
связанные системы, имеющие разные периоды колеба-
ний, подстраивают свои ритмы и начинают демонстри-
ровать флуктуации с общим периодом. Соответствен-
но, даже слабое взаимодействие между идентичными
сообществами, отличающимися только начальным ус-
ловием, способно синхронизировать их динамику [14].

Продемонстрируем наличие синхронных колебаний
в системе (2). Для этого в области существования пре-
дельного цикла (область А, рис. 1а) выберем некоторую
точку, например точку с координатами =0,12, =0,45.
Следует отметить, что коэффициент  в системе (2) не
оказывает влияния на тип наблюдаемых динамических
режимов, поэтому положим его равным =0,5.Далее для
этих значений коэффициентов сравним динамику двух
идентичных подсистем при изменении параметра связи
 и различных начальных условиях. Выбор исходных
точек итерирования осуществлялся на предельном цик-
ле, соответствующем указанным значениям параметров,
таким образом, чтобы они определяли максимальное и
минимальное значения численности жертвы u, т.е.

u1(0)=0,15288, v1(0)=1,0802, u2(0)=6,7643, v2(0)=0,77231.
Следует отметить, что все численные эксперименты,
проводимые в дальнейшем, соответствуют данным на-
чальным условиям и выбранным значениям параметров
,  и =0,5.

Рассмотрим ситуацию, когда сообщества слабо свя-
заны друг с другом. В этом случае синхронизация коле-
баний, соответствующая совпадению значений коорди-
нат фазовых точек и их одновременному движению
вдоль предельного цикла, наступает спустя долгое вре-
мя (рис. 2а). Так, при относительной доле миграции
=0,005 совпадение значений численности с последу-
ющим совпадением динамики между сообществами на-
блюдаются через 103,5 периодов для первого и 102 пе-
риода для второго (т.е. наблюдается различная длина
переходного процесса к устойчивому синхронному со-
стоянию). Действительно, через указанное число пери-
одов для каждого сообщества разность мгновенных
амплитуд снижается до нуля, что соответствует полной
взаимной синхронизации колебаний в подсистемах
(рис. 2а). Таким образом, связанные сообщества в рав-
ной степени воздействуют друг на друга и взаимно под-
страивают свои ритмы.

Точками на рис. 2б и 2в представлены фазовые со-
стояния подсистем, после которых наблюдается синх-
ронизация их динамик. При совмещении фазовых тра-
екторий обеих подсистем модели (2) моментальные зна-
чения численности популяций совпадают (точка на
рис. 2г). Крестиками на рис. 2б–г обозначены началь-

Рис. 2. Разности моментальных амплитуд (а) и двумерные проекции
траекторий системы (2) при =0,005 (б–е)



38

ные состояния подсистем. Стрелками указано направ-
ление движения по фазовой кривой.

Для демонстрации синхронизации динамик числен-
ности жертв в обоих сообществах была построена дву-
мерная проекция траектории системы (2), соответству-
ющая случаю =0,12, =0,45, =0,5, =0,005, на плоско-
сти (u1, u2) (рис. 2д). Рис. 2д демонстрирует смену асин-
хронных колебаний между популяциями жертвы на син-
хронные. Как видно, в подпространстве (u1, u2) фазово-
го пространства траектория системы (2) заполняет всю
двумерную область, что указывает на асинхронный ре-
жим. Через определенное количество итераций точки
траектории сливаются с биссектрисой первого коорди-
натного угла, что соответствует полной синхронизации
колебаний. Динамика численности популяций хищников
обоих сообществ демонстрирует аналогичный переход
от асинхронных колебаний к синхронным (рис. 2е).

Далее, по аналогичной схеме был проведен ряд чис-
ленных экспериментов, позволяющих исследовать воз-
никающие динамические режимы модели (2) в зависи-
мости от значений параметра связи. На рис. 3 представ-
лены двумерные проекции фазового пространства сис-
темы (2), демонстрирующие связь между значениями
параметра связи и скоростью перехода от асинхронно-
го режима к синхронному (на примере популяций
жертв).

На рис. 3 видно, что с увеличением значений пара-
метра связи (относительной доли миграции ) синхро-
низация наступает гораздо быстрее. Так при =0,05, в
отличие от предыдущего случая =0,005, полная взаим-
ная синхронизация колебаний численности между со-
обществами наблюдается через восемь периодов. При
=0,4 не совпадающие в начальный момент времени
колебания через 2 периода приходят к единой траекто-

рии и начинают двигаться абсолютно синхронно. Сле-
дует отметить, что =0,4 является бифуркационным зна-
чением, после которого рост интенсивности миграци-
онного взаимодействия ведет к увеличению времени
достижения синхронизации. Например, для =0,6 это
время составляет 4 периода (рис. 3б–в).

Как правило, синхронизация колебаний наблюдает-
ся, когда траектории выходят на предельный цикл
(рис. 3г). Однако в ряде случаев наблюдается ситуация,
когда синхронизация колебаний возникает на переход-
ном режиме, т.е. до выхода траектории на предельный
цикл (рис. 3д).

Таким образом, проведенный анализ колебательных
режимов позволяет выявить для выбранных значений
параметров (=0,12,=0,45,  =0,5, =0,005) следующие
закономерности синхронизации колебаний относитель-
но интенсивности миграционного взаимодействия меж-
ду сообществами: 1) при 4,00   с увеличением зна-
чений параметра связи синхронизация наступает быст-
рее; 2) при  >0,4 с ростом значений параметра связи
время наступления синхронизации увеличивается.

Заключение
В данной работе исследуется математическая модель

динамики численности двух связанных взаимодейству-
ющих сообществ «хищник-жертва», обитающих в мак-
симально схожих условиях и связанных между собой
миграцией хищников. Для рассмотренного примера по-
казано, что учет миграционного взаимодействия между
двумя подобными соседними сообществами приводит
к синхронизации колебаний подсистем. При этом про-
исходит как захват периода колебаний, так амплитуды и
фазы. Скорость синхронизации зависит от величины
коэффициента связи. Показано, что при малой интен-
сивности миграций для достижения полной синхрони-

Рис. 3. Двумерные проекции траекторий системы (2) при разных значениях параметра связи
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зации каждому сообществу требуется разное число по-
пуляционных циклов, что связано с первоначальным
различием в длинах периодов колебаний изолированных
систем. Очень сильная связь стремится сделать состоя-
ния обоих осцилляторов идентичными. Обнаружено, что
для выбранных значений коэффициентов существует
некоторое бифуркационное значение параметра, харак-
теризующего миграционное взаимодействие, при кото-
ром синхронизация наступает максимально быстро.
Показано, что переход через это значение ведет к уве-
личению числа периодов достижения синхронизации.
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In the paper the author investigates the model of dynamics for two coupled “predator-prey” communities, based on the Bazykin
model. The communities exist in similar conditions, linked by the migration of predators. The received model is researched, and it is
determined the synchronization conditions for these communities. The communities migratory interaction influence on the dynamics of
each population is studied.
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