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Для исследования характера динамики численности популяции клещей и ее возможных изменений 
предлагается математическая модель, учитывающая особенности жизненного цикла популяции таежных 
клещей и их взаимодействие с мелкими млекопитающими (прокормителем). Рассматриваются случаи, когда 
численность прокормителя 1) постоянна и 2) испытывает двухгодичные колебания. Проводится подробное 
исследование предложенной модели и ее динамических режимов, изучается влияние динамики прокормителя на 
колебательные режимы динамики популяции клещей.
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Популяции иксодовых клещей (особенно 
виды Ixodes persulcatus и Ixodes ricinus) являют-
ся популярным объектом научных исследований. 
Это связано с тем, что клещи – переносчики мно-
гих природно-очаговых заболеваний человека и 
животных [1, 5, 12]. Количество публикаций, по-
священных их изучению, постоянно растет (в ба-
зах Web of Science и Scopus индексируется более 
6000 работ). В большей части этих работ рассма-
триваются биологические и экологические осо-
бенности (в том числе распространение) видов 
иксодовых клещей, изучаются изменения ареалов 
обитания [4, 9]. Широко исследуются медицин-
ские и ветеринарные задачи.

Собранные данные по динамике численно-
сти популяции клещей [6, 11–13] используются 
для решения ряда практических задач, связанных 
с профилактикой природно-очаговых заболеваний, 
разработкой методов снижения численности клещей 
в экосистемах. В указанных направлениях были до-
стигнуты значительные успехи, исключение состав-
ляют исследования динамики. На сегодняшний день 
изучение популяционной динамики таежных кле-
щей в основном осуществляется методами статисти-
ческого анализа, который чаще всего не позволяет 
выявить причины, вызвавшие те или иные популя-
ционные явления.

Совершенно иная ситуация складывается 
при попытке описать динамику при помощи ма-
тематической модели, разработка и применение 
которой позволяет выявлять ключевые факторы, 
влияющие на изменение численности популяции, 
и строить адекватные прогнозы. Однако, несмо-
тря на возможности математического аппарата и 
повышенный интерес к популяциям иксодовых 
клещей, анализу, описанию и прогнозированию 
динамики численности таежных клещей метода-
ми математического моделирования посвящены 
единичные публикации, в которых, как правило, 
моделирование динамики популяции клещей яв-
ляется сопутствующей задачей. В частности, в 
[16–18, 22] методы математического моделирова-
ния применяются к анализу и описанию динамики 
заболеваний, переносимых клещами, а также вли-
янию климатических факторов на распростране-
ние заболеваний. 

В данной статье для исследования харак-
тера динамики численности популяции клещей 
и ее возможных изменений предлагается мате-
матическая модель, учитывающая особенности 
жизненного цикла популяции таежных клещей и 
их взаимодействие с мелкими млекопитающими 
(прокормителем). Рассматриваются случаи, когда 
численность прокормителя 1) постоянна и 2) ис-
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пытывает двухгодичные колебания. Проводится 
подробное исследование предложенной модели и 
ее динамических режимов, изучается влияние ди-
намики прокормителя на колебательные режимы 
динамики популяции клещей.

Описание и формализация жизненного 
цикла популяций таежных клещей 

(Ixodes persulcatus Sch.): уравнения динамики
Одним из самых распространенных видов 

рода Ixodes в Российской Федерации является та-
ежный клещ (Ixodes persulcatus Sch.), обладающий 
широким поясным ареалом, проходящим по средней 
и южной частям России [12]. Данный вид характе-
ризуется высоким репродуктивным потенциалом 
(самка клеща откладывает около 2000–5000 яиц 
в надпочвенную подстилку экосистемы) и стадий-
ностью развития, проходя следующую цепочку пе-
реходов: яйцо личинка нимфаимаго. 

Опишем жизненный цикл популяции кле-
щей и его особенности более подробно. Из яиц 
вылупляются личинки. Для перехода в стадию 
нимфы личинки должны напитаться кровью жи-
вотных, в основном мелких млекопитающих. Об-
разовавшимся нимфам для перехода в следующую 
стадию развития – имаго – также нужна кровь 
млекопитающих. При этом следует отметить, что 
личинки и нимфы не конкурируют за прокормите-
ля; на одной особи мелкого млекопитающего мо-
жет одновременно прокармливаться до 50 неполо-
возрелых особей клещей [3]. Взрослой половозре-
лой самке клеща уже недостаточно крови мелких 
млекопитающих для пропитания и откладывания 
яиц, и поскольку имаго способны подниматься 
по стеблям растений сравнительно высоко – до 
полуметра, – они «нападают» на более крупных 
млекопитающих, в том числе и на человека. На-
питавшись кровью, самка отпадает и, попав в 
подстилку, откладывает яйца. Продолжительность 
жизненного цикла таежных клещей в средних ши-
ротах составляет 3–5 лет [3, 12]. Схема жизненного 
цикла иксодовых клещей представлена на рис. 1. 

Как видно, к очередному сезону размноже-
ния популяция клещей в экосистеме может быть 
представлена двумя группами: неполовозрелые 
особи (яйца, личинки, нимфы) и половозрелые 
особи (имаго). Тогда жизненный цикл популяции 
клещей может быть формализован в виде следую-
щей схемы (рис. 2).

Данной схеме (рис. 2) соответствуют следу-
ющие уравнения динамики:
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Рис. 1. Роль мелких млекопитающих в 
жизненном цикле иксодовых клещей

Fig. 1. Small mammals’ role 
in the life cycle of ticks
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Формула (2) соответствует модели Бивер-
тона-Холта [10] и позволяет описать взаимодей-
ствие видов с учетом «насыщения». Следует от-
метить, что А.Д. Базыкиным было предложено 
использовать такую зависимость (2) для описа-
ния трофической функции хищника [2]. В данном 
случае выбор функции (2) обусловлен тем, что 
1) у популяции клещей практически отсутствуют 
естественные враги в природе, т.е. возможен не-
ограниченный рост численности, и 2) особи по-
пуляции клещей практически не конкурируют за 
прокормителя. При этом воздействие клещей на 
мелких млекопитающих никаким образом не ска-
зывается на численности последних.

Анализ функции (2) позволяет заключить, 
что для системы «клещ-прокормитель» α0/c  мак-
симально возможная доля перелинявших неполо-
возрелых особей, которые покинули эту катего-
рию, став половозрелыми с учетом выживаемости 
(при достаточно высоких плотностях популяции 
прокормителя y), 1/c  – плотностью популяции 
прокормителя, при которой доля перелинявших 
неполовозрелых особей, составляет половину от 
максимальной, а α0  – постоянная, имеющая раз-
мерность величины, обратной плотности популя-
ции прокормителя. Можно видеть, что при y<1/c 
коэффициент α(y)  пропорционален y, а при y>1/c 
α(y)  стремится к α0/c .
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Анализ динамики популяции таежных клещей 
при постоянной численности прокормителя

Предположим, что численность популяции 
прокормителя одинакова из года в год, т.е. посто-
янна, тогда система (2) принимает вид: 















)()(
1

)1(
)()()1(

212

121

nxvnx
yñ
ynx

nxdnxanx
.    (3)

Уравнения (3) можно свести к моде-
ли с четырьмя параметрами, используя замену 
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где, исходя из биологического смысла задачи, 
справедливы ограничения a>0, 0<d≤1, 0<v≤1, 

1)(0  yk , 1)(  ykd  [8, 20, 21]. Отображение (4) 
имеет следующие неподвижные точки: 1) триви-
альную )0,0( 21  xx  и 2) непростую нетривиаль-
ную ))1(
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Границы области устойчивости решений системы 
(4) определяются по стандартной методике [7, 15] 
на основе характеристического многочлена. Не-
трудно показать, что область устойчивости огра-
ничивается только линией касательной бифурка-
ции; границы, соответствующие потере устойчи-
вости по сценариям Фейгенбаума и Неймарка-Са-
кера, не принимают участие в ее формировании. 
Линия касательной бифуркации имеет вид:

 1

 
)(

)1()1(
yk

vda 
 .                 (5)

При переходе через нее тривиальное равно-
весие теряет устойчивость: траектории системы 
начинают неограниченно расти (популяция де-
монстрирует экспоненциальный рост). Кривая (5) 
совпадает с условием существования непростой 
нетривиальной точки модели (4), следовательно, 
она определяет множество значений параметров, 
при которых возможна стабилизация системы (3).

На рис. 3 представлено изменение области 
устойчивости системы (4) в плоскости параме-
тров a и )( yk  при различных значениях коэффи-
циентов v и d. 

Как видим, при увеличении значений пара-
метров v и d (как одновременно, так и по отдель-
ности) происходит сужение области устойчивости 
тривиального решения. При этом, в силу усло-
вия 1)(  ykd , рост коэффициента d приводит к 
уменьшению диапазона значений параметра )( yk , 
при которых модель имеет физический смысл.

Параметрические портреты показывают, 
что при одном и том же значении коэффициента 
рождаемости популяция клещей может как выро-
ждаться, так и неограниченно расти. Тип динами-
ческого режима зависит от численности прокор-
мителя. С другой стороны, справедливо и обрат-
ное, когда при одной и той же численности мелких 
млекопитающих, но при разных значениях коэф-
фициента рождаемости, популяция клещей либо 

n – номер сезона размножения;

x1 – численность неполовозрелых особей; 

x2 – численность половозрелых особей; 

a – коэффициент рождаемости; 

v – коэффициент выживаемости половозрелых особей.

d – доля перелинявших неполовозрелых особей, которые 
не покинули эту категорию с учетом выживаемости 
неполовозрелых особей;

α(y) – доля перелинявших неполовозрелых особей, 
которые покинули эту категорию, став половозрелыми с 
учетом выживаемости неполовозрелых особей;

y – численность мелких млекопитающих – прокормителя 
клещей на преимагинальных стадиях развития.

Рис. 2. Схема жизненного цикла иксодовых клещей

Fig. 2. Scheme of  the tick’s life cycle
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вымирает, либо растет. Следует отметить, что 
переходы от одного режима к другому не проти-
воречат действительности, поскольку в реальных 
экосистемах популяции клещей демонстрируют 
нерегулярную динамику, для которой характерны 
резкие переходы от низкой численности к высо-
кой и наоборот. 

Анализ динамики популяции таежных 
клещей в случае, когда численность 

популяции прокормителя испытывает 
двухгодичные колебания

В природе у многих видов полевок наблю-
даются двух-трехлетние периодические изме-
нения численности [14, 19]. Рассмотрим случай, 
когда численность популяции мышевидных гры-
зунов колеблется с периодом в два года, т.е. де-
монстрирует устойчивый 2-цикл. Такие измене-
ния могут быть записаны в виде: pzny n)1()(  ,

pz  , где y(n) – численность прокормителя в году 
n, z – среднемноголетняя численность прокорми-
теля, p – полуамплитуда колебаний. Тогда модель 
(3) принимает форму: 
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Используя метод расширения фазового про-
странства, уравнения (6) можно представить в 
виде трехкомпонентной системы:
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Переход к новой системе координат 
11 / xcx  , ))(())(( npznpzc   (т.е. переход 

к относительным значениям численностей путем 
соответствующего масштабирования) сводит си-
стему (7) к четырехпараметрической, имеющей 
вид:
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где 0a , 10  d , 10  v , 1
)(1
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npzd                            . В силу последнего условия очевид-
но, что рост среднемноголетней численности  z 
приводит к существенному уменьшению области 
значений параметров, при которых модель несет 
содержательный смысл. 

Модель (8) имеет либо тривиальное стацио-
нарное решение, либо полутривиальное решение 
( 0p ), совпадающее с непростой нетривиальной 
неподвижной точкой системы (4). Численность 
прокормителя колеблется с периодом в 2 года и, 
следовательно, в системе (8) также должны воз-
никать двухгодичные колебания. Для того чтобы 
исследовать условия его возникновения, рассмо-
трим систему (8) как трехмерное отображение:
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примененное дважды:

Рис. 3. Область устойчивости системы (4). I – область устойчивости 
тривиального решения; II – область неограниченного роста популяции; 

в области серого цвета правее прямой 1)(  ykd  модель теряет содержательный смысл

Fig. 3. Stability domain of the system (4); I – Stability area of the trivial solution; II – The area of 
unlimited population growth; the model loses its substantial sense in the grey area
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Система (9) так же, как и модель (4), имеет 
два решения: тривиальное и непростое нетриви-
альное с координатами:
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 Следовательно, равенство (10) задает мно-
жество значений параметров, при которых суще-
ствует устойчивый 2-цикл. Решая уравнение (10) 
относительно а, можно получить зависимость ко-
эффициента рождаемости от других параметров 
модели:
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, (11)

где w=v+d. Условие (11) позволяет определять та-
кие значения а, при которых реализуется устойчи-
вый цикл длины 2. На рис. 4 представлено поведе-
ние кривой (11) в зависимости от размаха колеба-
ний при различных значениях среднемноголетней 
численности прокормителя. 

Как видно, значения коэффициента рож-
даемости, при которых появляются устойчивые 
двухгодичные колебания, сложно зависят от по-
луамплитуды колебаний и среднемноголетней 
численности прокормителя. При этом возникает 
ситуация, когда коэффициент a постоянен для лю-
бой полуамплитуды при некотором значении сред-
немноголетней численности прокормителя (рис. 
4), обозначим его z*. Соответственно в зависимо-
сти от z возможны следующие особенности пове-
дения кривой (11): при z<z* функция (11) убывает, 
при z=z* – прямая, параллельная оси абсцисс, при 
z>z* возрастает.

Нетрудно показать, что 

)(2
1*

dv
vdvdz


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 ,  (12)

для этого достаточно решить следующие уравне-
ния, полученные на основе выражения (10):
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, b и c –

 любые положительные числа. Данная система от-
ражает тот факт, что значение коэффициента рож-
даемости одинаково при любой полуамплитуде.

Далее сосредоточимся на динамических ре-
жимах модели (9). Условие (11) для системы (9) 
является линией касательной бифуркации, при 
переходе через которую тривиальное равновесие 
теряет устойчивость и начинается неограничен-
ный рост численности. На рис. 5 представлено 
изменение области устойчивости системы (9) в 
плоскости параметров a и p для различных z при 
фиксированных значениях коэффициентов v и d 
(рис. 5). Кривая III (условие (11) разделяет между 
собой два режима динамики, в соответствии с ко-
торыми популяция клещей либо вырождается (I), 
либо неограниченно растет (II).

Как видно, тип достигаемого асимптотиче-
ского режима популяции клещей определяется как 
значением среднемноголетней численности про-
кормителя, так и размахом колебаний. При этом 

Рис. 4. Кривая (11) при фиксированных 
значениях параметра z  (цифра на кривой 
соответствует значению параметра z)

Fig. 4. Curve (11) for fi xed values 
of parameter z (fi gures on the curve 
correspond to values of parameter z)
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рост среднемноголетней численности z приводит 
к существенному расширению области значений 
параметра p, при которых модель имеет содержа-
тельный смысл. Если z<z*, то с ростом полуам-
плитуды колебаний численности прокормителя 
переход к неограниченному росту численности 
популяции клещей наблюдается при более низких 
значениях коэффициента рождаемости. При z=z* 
тип достигаемого асимптотического режима по-
пуляции клещей не зависит от размаха колебаний 
численности мелких млекопитающих. Для z>z* с 
ростом полуамплитуды колебаний численности 
прокормителя переход к неограниченному росту 
численности популяции клещей происходит, нао-
борот, при более высоких значениях коэффициен-
та рождаемости (рис. 5).

Следует отметить, что при малых значени-
ях среднемноголетней численности прокормителя 
смена типа динамического режима существенно 
зависит от величины полуамплитуды колебаний. 
Даже при небольших флуктуациях размаха коле-
баний может произойти смена динамического ре-
жима (рис. 5, 6).

Динамика популяции клещей достигает 
асимптотического режима, совершая двухгодич-
ные флуктуации, как в области устойчивости 
тривиального решения, так и в области неограни-
ченного роста популяции (рис. 7). Возникновение 
этого эффекта обусловлено тем, что численность 
прокормителя изменяется с периодом в 2 года. 
При этом можно видеть, что размах колебаний 
численности клещей увеличивается с ростом зна-

Рис. 5. Область устойчивости системы (9) при d=0,1 и v=0,1 . 
I – область устойчивости тривиального решения, II – область неограниченного роста 

популяции, III (кривая (11) – множество значений параметров, при которых существует 
устойчивый цикл длины 2. В области серого цвета правее прямой 

  p=z постановка задачи теряет смысл

Fig. 5. Stability domain of the system (9) at d=0,1, d=0,1.  I – stability area of the trivial solution; 
II – the area of unlimited population growth; III - (the curve (11)) – a set of the parameters values 

at which there exists a stable 2-year cycle; the model loses its substantial sense in the grey area

Рис. 6. Смена динамических режимов в популяции клещей при фиксированных 
значениях a и z (a=2,135, z=0,5), вызванная ростом полуамплитуды 

колебаний численности прокормителя

Fig. 6. Changing of dynamic modes in the tick population, caused by half-amplitude increase in 
fl uctuations of small mammals population, at fi xed values of parameters  a and z (a=2,135, z=0,5)
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чений полуамплитуды колебаний численности 
мелких млекопитающих (рис. 7).

Таким образом, в системе «клещ-прокорми-
тель» изменения размаха колебаний численности 
популяции прокормителя могут привести к смене 
типа динамического режима популяции клещей. 
При этом динамика популяции клещей достигает 
асимптотического режима, совершая двухгодич-
ные флуктуации, как бы сопровождая колебания 
численности мелких млекопитающих.

Заключение
В данной работе для исследования характе-

ра динамики численности популяции клещей и ее 
возможных изменений предложена математическая 
модель, учитывающая особенности жизненного 
цикла популяции таежных клещей и его взаимо-
действие с мелкими млекопитающими (прокорми-
телем). Разработанная система представляет собой 
модификацию уравнений «ресурс-потребитель», 
где популяция клещей – потребитель, а мелкие 
млекопитающие – ресурс. Проведено подробное 
исследование предложенной модели. Показано, 
что численность прокормителя постоянна, тип 
достигаемого асимптотического режима популя-
ции клещей (популяция клещей либо вырожда-
ется, либо неограниченно растет) зависит как от 
значений его коэффициента рождаемости, так и 
от численности мелких млекопитающих. В слу-
чае, когда численность прокормителя колеблется 
с двухлетним периодом, популяция клещей либо 

вырождается, либо неограниченно растет, также 
совершая двухгодичные флуктуации. Выявлено, 
что изменение амплитуды колебаний численности 
мелких млекопитающих при равных прочих усло-
виях способно привести к смене динамического 
режима, наблюдаемого в популяции клещей.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 15-31-50285 мол_нр.
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The authors propose a mathematical model of the taiga tick population dynamics taking into account its life cycle 
and interaction with small mammals. This model studies dynamics regimes of the taiga tick population. They consider 
the cases, when small mammals’ number is 1) constant 2) undergoes the two-year fl uctuations. The authors investigate 
dynamic modes of the proposed model and study the infl uence of small mammal’s dynamics on fl uctuations of the taiga 
tick population.

Keywords: mathematical modeling, the Beverton-Holt model, age structure, population dynamics, change of 
dynamic regimes, ticks (Ixodes genus).


